Delta couverture de produits derives

en Finance

ESILV Ingénierie Financiere S8
Cours du 24 avril 2012 — Partie 2
Marie Bernhart



Plan de la présentation

m  Couverture de produits deérivés en Finance
Principe de couverture : Duplication de produits deérivés
Delta hedging a temps discret dans le modele de Black-Scholes

m Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo
Méthode des différences finies
Méthode du processus tangent
Méthode baseée sur le calcul de Malliavin



" N

Plan de la présentation

m  Couverture de produits deérivés en Finance
1 Principe de couverture : Duplication de produits dérivés
1 Delta hedging a temps discret dans le modele de Black-Scholes

m Calcul de Delta par methodes de Monte Carlo
O  Meéthode des differences finies
O  Méthode du processus tangent
O  Méthode basée sur le calcul de Malliavin



Couverture de produits derives en Finance

m Couvrir un produit financier/un portefeuille = Se prémunir contre
les risques liés a I'évolution du marché encourus lorsqu’on détient
ce produit/ce portefeuille

Variation a la hausse/baisse du sous-jacent : couverture en Delta
Variation du Delta : couverture en Gamma

Variation de la volatilité : couverture en Vega

etc.

m Duplication d'un produit dérivé = Construction d’'un portefeuille de
couverture a partir d’actifs que I'on peut trouver sur le marche.
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Couverture de produits derives en Finance
Principe de couverture : Duplication de produits derives

m Si Vestle prix de mon produit financier/portefeuille a la date ¢
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m L’EDP de Black-Scholes donne la relation entre les Grecques du
modele de Black-Scholes :
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Couverture de produits derives en Finance

m Lacouverture en Delta consiste a acheter ou vendre une quantité
Delta du sous-jacent pour compenser I'évolution de mon produit
relative a la variation du sous-jacent.

m Onnote F lavaleur du portefeuille de couverture :

r

AV = fﬁ%dS = AdS )
¢ = dV +dP =0
m Couverture du 1°" ordre : Delta hedging
m Couverture du 2" ordre : Delta-Gamma hedging
oV 1 0%V

AV = —dS + 55

1 ‘
= AdS + §Fd.52



Delta: Tres sensible pour options ATM
Moins sensible pour options ITM et OTM
Pour un Call : proche de 1 (ITM) et proche de 0 (OTM)
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Exemple : Couverture d’'un Call
On se place dans la situation on est vendeur d’un Call.

A

m  Mon portefeuille :
Short Call
Valeur : —('

m Stratégie de couverture :
Achat de A sous-jacent S

Valeur: P — AS

m Quand le sous-jacent varie de dS
dP —dC =10 Position Short Call

La possession de A unités de sous-jacent permet de contrer les variations
de valeur du call (a la hausse comme a la baisse).

ATlinverse, si position Long Call : vente de A unités de sous-jacent.



Couverture de produits derives en Finance

m On se place dans le cadre du modele de Black-Scholes avec :
Rf — E‘H—
Se=Syexp{(r—%)t+oW.}

m Sila quantité A est mise a jour a chaque instant (& temps continu),
alors duplication parfaite : sur toute la durée de vie du produit

derive, o
.Pf = 1*"3, vt < T

m La couverture a temps discret introduit une erreur de couverture :
Errr = Pr — Vp

m Meilleure couverture quand grande frequence de rebalancement



Couverture de produits derives en Finance

Méthode de couverture sur grille discrete temporelle :
T T
{fu = U,fl = —,...,f?; :'i—,...._.f-'n :T}

T T
m Portefeuille de couverture dans le modele de Black-Scholes :

0
P, = o, Ry + 45,
Quantité de ssj. risqué a acheter : oy = Ay = Delta(t, S)

Emprunt au taux sans risque (financement) : tp? = " (P — A:S;)

m Condition d’autofinancement :
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Couverture de produits derives en Finance
Delta hedging a temps discret

m Dynamique discrete du portefeuille de couverture :

Pt. = Eﬂn_ti_ljpﬁ.—i + &f-;:_l (St-a: o Sti—lﬁ.r“i_n_ﬂ)

T

m Aladate 0

By =V(0,5), Ag=Delta(0,5), = PFo— ¢S

By =+ A0S
dF, = ApdSy

== 4

.

m Aladate t;

Rﬁi — WBEPHI_?D} + ﬂﬂshv ‘iti — Df-‘liﬂl:tl, Sfl)'—' {1'951 — Ph - '&51531



Exemple : Delta hedging d’'un Call dans le modele de Black-Scholes
Couverture dynamique tous les joursentre O et T =1 an : n = 250.
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— Option Call a couvrir — Portefeuille de couverture — P&L total

Pour une trajectoire du ssj., simulation du Call Black-Scholes et du portefeuille
de couverture. Erreur de couverture = P&L total en T. Ici : Errp = —0.788



Exemple : Delta hedging d’'un Call dans le modele de Black-Scholes
Distribution de I'erreur de couverture pour différentes fréquences de rebalancement

Cristribution de | ereur de couverture &n Delta

M

m L’erreur de couverture est proportionnelle au Gamma et diminue quand le

—

nombre de rebalancement augmente, comportement en 1/+/n
m Si Delta varie beaucoup, Delta-Gamma couverture nécessaire
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Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m  On souhaite estimer le Delta d’options de type européen :

o o
A(0,2) = o=V(0,2) = o—E[$(SF)]

dans un cadre Black-Scholes ou

g2 .
Sz = pelr—F)T+oWr

m || existe trois principales méthodes numeriques de calcul de Delta :
1. Méthode des difféerences finies
2. Méthode du processus tangent
3. Méthode basée sur le calcul de Malliavin



Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m |dée : approcher la dérivée par une dérivée discrete, i.e. perturber la
valeur initiale du sous-jacent x

m  On introduit un parametre de différences finies note €

V(0,2 4¢€)— V(0,2 —¢)
2e

m Parschémacentré: A(0,z) ~._p

m Par schéma non centré a droite :

V(0,r+¢€)— V(0,x)
£

m  On peut donc estimer (par Monte Carlo par exemple) :

A0, 7)(e) = 1 (E [o(SFH9)] + E [¢(S779)])

Q€

A0, ;ET) L)



Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m Méthode la plus utilisée en pratique

m Avantages:
Facile a mettre en ceuvre dés qu’on dispose d’'une procédure de pricing
Applicable tout le temps (quelque soit le payoff ou la distribution du prix)
m |nconvénients :
Le choix du parametre supplémentaire ¢ est difficile.
Méthode instable pour des payoff irréguliers. EXx. : Digitale ou Corridor

m Choix critique du parametre de DF ¢

€ doit étre suffisamment petit pour que 'approximation de la dérivée
discrete soit bonne

Si € petit, la variance de I'estimateur Monte Carlo peut devenir grande.



Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m |dée : passer la dérivée sous I'espérance, cf. theoreme de dérivation
sous le signe integral

= Sile payoff ¢ est une fonction Cy , alors :

A0, 7) = g [6(S7)] =E [¢'(S7)V,S7]

dx

m V,5" = —5" appelé processus tangent ou de dérivée premiére

or

m Dans le cadre Black-Scholes :

. 'f.-} fs -f-rE VW i t.i."
TRS;‘ = — (:rgk — g T *) — _t
dr T



Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m Ce résultat est généralisable aux payoff ¢ de [3; dépendant de la
trajectoire du sous-jacent. Ex. : Option asiatique.

m  On peut alors estimer cette nouvelle expression probabiliste par
méthode Monte Carlo.

5‘;1:
A(0,7) =E [g&—%ﬁ%).—?“]

aT

m Avantage : Pour des payoff suffisamment reguliers, méthode plus
précise que DF

m Inconvénient : Trop restrictive et mise en ceuvre au cas par cas
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Exemple : Delta d’'un Call par processus tangent dans Black-Scholes

V(0,2) =E [e7"(S5f — K)"] A(0,2)=E

5:{.‘
—rT T
o l{sfeff}?]

H(S)=(S—K)F == O'(S) = Lys=K3
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Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m Idée : a partir de la représentation probabiliste précédente ot ¢’ st
sous I'esperance, utiliser une IPP pour se ramener a une expression
avec @sous I'espérance.

m Cette approche restera efficace méme pour des payoff irréeguliers.

m Sile payoff ¢ estune fonction (7; , alors :

A0, z) = —E [0(ST)] =E [¢'(ST) VST

dr
W
E{ (57 I‘LTT:|

Poids de Malliavin




Calcul de Delta par méthodes de Monte Carlo

m  On peut utiliser cette derniere expression pour proceder a une
estimation Monte Carlo.

m Avantage :
Méthode efficace pour des payoff @ irréguliers
Technique qui ne dépend pas du payoff :
Les poids de Malliavin sont indépendants du payoff.
m Inconvénients :
Le calcul des poids de Malliavin peut devenir difficile.
Nécessité de connaitre la loi du ss;j.




Calcul de Gamma par methodes de Monte Carlo

m Peut-on décliner les 3 méthodes preésentées pour calculer
numériguement de Gamma d’un produit dérivé ?

] % '-:-}-E Il LM
L0,2) = 55 E[o(57)]
m Par différences finies :

Approximation discrete de la dérivée d'ordre 2

m Par Processus tangent :
Le payoff ¢ doit étre [Tj

m Avec approche Malliavin :
Utiliser 2 IPP successives pour se ramener a ¢» sous I'espérance



Conclusion

m Le calcul des Grecques est crucial en finance pour couvrir son
portefeuille face au risque d’évolution des paramétres de marché.

m Dans le cadre Black-Scholes, pour des options vanilles, on dispose
de formules fermées pour toutes les grecques.

m Pour des ssj. plus complexes et des options exotiques, on peut
utiliser principalement 3 méthodes Monte Carlo de calcul de Delta
et Gamma. On choisit la plus appropriée relativement a :

La régularitée du payoff
Si I'on connait ou non la loi des prix ss;j.

m Ces méthodes sont en général couplées avec des techniques de
reduction de variance.



